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Тема 1. Системы линейных диофантовых уравнений
Основные вопросы темы:
Системы линейных диофантовых уравнений. Допустимые преобразова-

ния расширенной матрицы. Алгоритм решения систем диофантовых урав-
нений. Критерий существования решения. Формула общего решения. Срав-
нения произвольной степени по простому модулю. Сравнения по составному
модулю.

Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфах 1.5, 1.15, 1.16 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
1. Системы диофантовых уравнений первой степени. 2. Допустимые преоб-

разования расширенной матрицы. 3. Алгоритм решения систем диофантовых
уравнений. 4. Критерий существования решения. Формула общего решения.
5. Сравнения произвольной степени по простому модулю. 6. Сравнения по
составному модулю.

Задачи для самостоятельной работы:
1. Найти общее решение уравнения 6x− 5y + 3z = 1.
2. Найти общее решение уравнения −10x1 − 11x2 + 9x3 − 7x4 = 19.
3. Найти общее решение уравнения 10x1 + 6x2 − 8x3 + 11x4 = 25.
4. Найти общее решение систем линейных диофантовых уравнений:

а)
{

3x1 − 2x2 + 4x3 + 2x4 = 19,
5x1 + 6x2 − 2x3 + 3x4 = 23,

б)
{

4x1 + 3x2 + 2x3 + 8x4 = 36,
3x1 − 4x2 + 7x3 + 5x4 = 12

5. Найти частное решение уравнения (методом сравнений):
а) 13x1 + 6x2 + 18x3 − 27x4 = 1, б) 9x1 − 6x2 + 8x3 + 10x4 = −11,
в) 8x1 − 9x2 − 7x3 + 5x4 = 3.
6. Найти решения сравнения по простому модулю:
а) x3 − 3x2 − 3x− 1 ≡ 0 (mod 5), б) x4 − x2 − 6 ≡ 0 (mod 5),
в) x3 − 4x2 − 3x− 2 ≡ 0 (mod 7), г) x3 − 2x2 − 6x− 10 ≡ 0 (mod 11).
7. Найти все решения сравнения по составному модулю:
а) x3 − 4x2 − 3x− 23 ≡ 0 (mod 35), б) x2 + 4x+ 1 ≡ 0 (mod 15),
в) x2 + 7x+ 10 ≡ 0 (mod 33), г) x2 + 7x+ 6 ≡ 0 (mod 33).

Тема 2. Степенные вычеты
Основные вопросы темы:
Показатель числа. Свойства показателя. Первообразные корни по просто-

му модулю. Первообразные корни по составному модулю. Критерий, описы-
вающий все случаи существования первообразных корней. Индексы (дискрет-
ные логарифмы). Свойства индексов.

Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфах 1.17-1.20 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
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1. Степенные вычеты. Показатель числа. Свойства показателя. 2. Перво-
образные корни по простому модулю p. 3. Первообразные корни по модулю
pn. 4. Первообразные корни по модулю 2pn. 5. Критерий, описывающий все
случаи существования первообразных корней.

Задачи для самостоятельной работы:
1. Найти все показатели чисел приведенной системы вычетов по модулю

m = 11.
2. Найти показатели чисел 4, 7 и 10 по модулю 17.
3. Найти первообразные корни по модулю m: а) m = 11, б) m = 13, в)

m = 17.

Тема 3. Сравнения второй степени
Основные вопросы темы:
Квадратичные вычеты и невычеты. Критерий Эйлера. Символ Лежандра.

Свойства символа Лежандра. Критерий Гаусса. Квадратичный закон взаим-
ности Гаусса. Символ Якоби. Свойства символа Якоби. Алгоритм эффектив-
ного вычисления символа Лежандра на основе символа Якоби. Вычисление
квадратного корня. Алгоритм Тонелли-Шенкса.

Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфе 1.21 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
1. Сравнения второй степени. Квадратичный вычет. Критерий Эйлера квад-

ратичного вычета по простому модулю. 2. Квадратичный невычет. Критерий
квадратичного невычета по простому модулю. 3. Символ Лежандра и его
свойства. 4. Алгоритм вычисления символа Лежандра, использующий фак-
торизацию. 5. Символ Якоби и его свойства. 6. Эффективный алгоритм вы-
числения символа Лежандра на основе символа Якоби.

Задачи для самостоятельной работы:
1. Вычислить значение символа Лежандра:(
24

47

)
,

(
42

47

)
,

(
29

53

)
,

(
46

97

)
,

(
75

101

)
,

(
69

107

)
.

2. Вычислить значение символа Лежандра на основе символа Якоби:(
180

307

)
,

(
328

421

)
,

(
572

971

)
,

(
582

983

)
,

(
524

727

)
,

(
724

1031

)
.

Тема 4. Тесты на простоту
Основные вопросы темы:
Тест на простоту на основе малой теоремы Ферма. Псевдопростые числа

по заданному основанию. Числа Кармайкла и их свойства. Критерий Кор-
сельта. Критерий Эйлера простоты числа. Эйлеровы псевдопростые числа по
заданному основанию. Тест на простоту Соловея-Штрассена. Теорема Мил-
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лера. Теорема Рабина. Тест на простоту Миллера-Рабина. Генерация простых
чисел. N − 1 методы доказательства простоты. Метод Поклингтона провер-
ки на простоту. Теорема Лемера. Алгоритм построения простых чисел p с
известным простым делителем q числа p− 1.

Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфе 1.23 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
1. Тест на простоту на основе малой теоремы Ферма. 2. Псевдопростые

числа по заданному основанию. 3. Критерий Эйлера простоты числа. 4. Эй-
леровы псевдопростые числа по заданному основанию. 5. Тест на простоту
Соловея-Штрассена. 6. Теорема Миллера. Теорема Рабина. Тест на простоту
Миллера-Рабина. 7. Генерация простых чисел. 8. Метод Поклингтона провер-
ки на простоту.

Тема 5. Задача факторизации
Основные вопросы темы:
Задача факторизации. ρ-метод Полларда. (p− 1)-метод Полларда.
Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфе 1.24 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
1. Задача факторизации.
2. ρ-метод Полларда.
3. (p− 1)-метод Полларда.

Тема 6. Методы дискретного логарифмирования
Основные вопросы темы:
Метод Гельфонла-Шенкса. ρ-метод Полларда. Метод исчисления порядка.

Решение систем сравнений, возникающих в методе исчисления порядка.
Рекомендации по изучению темы:
Все вопросы изложены в параграфе 1.25 учебного пособия [3].
Контрольные вопросы:
1. Методы дискретного логарифмирования. Метод Гельфонла-Шенкса. 2.

Методы дискретного логарифмирования. ρ-метод Полларда. 3. Методы дис-
кретного логарифмирования. Метод исчисления порядка.

Задачи для самостоятельной работы:
Найти решение систем сравнений:

а)


7x+ 5y + 6z ≡ 7 (mod 10),
9x+ 2y + 7z ≡ 2 (mod 10),
2x+ 3y + 4z ≡ 8 (mod 10),

б)


4x+ 3y + 4z ≡ 4 (mod 16),
10x+ 5y + 11z ≡ 6 (mod 16),
11x+ 9y + 13z ≡ 14 (mod 16),

в)


2x+ 14y + 7z ≡ 16 (mod 22),
10x+ 21y + 20z ≡ 11 (mod 22),
7x+ 7y + 18z ≡ 19 (mod 22).
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